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Teste Intermeédio

e Data: 12 de Novembro de 2022
e Duragdo: 2 horas

e Instrugdes: 1: O teste é constituido por quatro perguntas. 2: Neste enunciado, escreva o seu nimero
e absolutamente mais nada, e entregue-o no fim. 3: Responda ao teste no caderno de respostaq,
utilizando a frente e o verso de cada folhq, indicando a pergunta a que estd a responder, nunca
respondendo a mais do que uma pergunta na mesma folha, e ndo desagrafando nenhuma folha.
4: Se quiser utilizar alguma folha do caderno de resposta como espago para rascunhos, indique-
o no espaco dedicado ao nUmero da pergunta. 5: Apresente todos os cdlculos que efetuar e
justifique convenientemente todas as suas respostas. 6: Ndo é permitida a utilizacdo de quaisquer
elementos de consulta nem mdquinas de calcular. 7: Ndo é permitido abandonar a sala antes de
decorrida a primeira hora de prova. 8: Os telefones deverdo permanecer desligados ao longo
de toda a prova. 9: Quando o tempo acabar e |lhe for solicitado, fotografe as suas respostas e
entregue o caderno de resposta.

Bom trabalho!

N°:

1. (6val)Sejom A=[-22[NQ e B={xE]R:x= (—1)”%,nEN}.

a. (1.5 val) Descreva o conjunto dos majorantes e o conjunto dos minorantes do conjunto 4 N

B, e indique, caso existam, o supremo, o infimo, o mdximo e o minimo do mesmo.

b. (0.5 val) A condicdo “x € A” é necessdriq, suficiente, ou necessdria e suficiente para “x €

B2
V4—x2
Considere agora a fungéo f: D € R? - R, definida por f(x,y) = %.

c. (1 val) Descreva e represente geometricamente D.

d. (0.75 val) Descreva o interior e a fronteira de D.

o

(0.5 val) Descreva o derivado de D, expressando-o na forma de um produto cartesiano.

(0.75 val) D é aberto? E fechado? E compacto?

-
.

x (1 val) Serd D conexo? E convexo?


Zé 

Zé 
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2. (7 val) Considere as fungdes f:Df C R3 - R3, g:Dy c R3 > R?, h:R; XR; - Re
j:R* X R - R? definidas por:

e f(x,y,2)= (,/y —1,In(z%),e* + n) e g(ab,c)= (ﬁ,a2 + eb)

o h(wv)=In2+u?+7v?) e jp,q) =((p+q31logs(p))

a. (1.5 val) Descreva o dominio e o contradominio de f, sob a forma de produtos cartesianos
de conjuntos.

b. (2 val) Caracterize, caso estejam definidas, as fungdes (g o f) e (f © g).
c. (0.5 val) Descreva o contradominio de h.

d. (1 val) Descreva a curva de nivel k de h, para k € CDy, e represente graficamente a

curva de nivel In(6).

e. (2 val) Mostre que j é invertivel e caracterize a sua inversa.

3. (5 val) Considere as sucessdes (a,), (b,) e (c,), de termos gerais:
2n+ 4 k
e a, = e b,=2+—,k€ER * p=ay,—2
n n

Sejam A e B os conjuntos dos termos das sucessdes (a,,) e (b,,), respetivamente.

. (1.5 val) Caleule lim (n.a,)™".

X (1.25 val) Calcule lim (— Ci) e prove, com recurso a definicio de limite, que se trata de
n

uma sucessdo divergente para mais infinito em médulo.

c. (0.75 val) Sabendo que A’ N B’ = @, indique o valor de k.

- 2 n
. - - x2-2 .
d. (1.5 val) Considere a série numérica Y. ,>1 (—2 ) , com x € R. Indique os valores de x

para os quais a série é convergente, e, para esses valores, calcule a soma da série, em

fungdo de x.

4. (2 val) Indique, justificando, o valor légico das seguintes proposicdes:

a. (1val)Sea,beEReC ={(x,y,0) ER3(x—a)’>+ (y—b)? <1}, entdo C é
vizinhanga de (a, b, 0) em R3.

M. (1 val) Se (uy,) e (v,) séo duas sucessdes tais que

n
'VnEN»Vn:Zui evVneN,v, <v,;1 edkeR:Vn eN,v, <k,

i—1

entdo limu,, = lim(vy,43 — v,).


Zé 

Zé 

Zé 

Zé 

Zé 

Zé 
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Topicos de Resolucao

a.

e Conjunto dos majorantes de (A N B): [1, +o[

e Conjunto dos minorantes de (A N B): |—o0, —2]

e Sup(ANB)=1, inf(ANB)=-2, min(ANB) =-2, max (ANB) =1
b.

e Dizer que dado que x €E B = x € A, x € A é condi¢do necessdria para x € B.

c.

e Descrever o conjunto D, D = {(x,y) ER?: |x| < 2Ay # x}.

e Representar geometricamente D como a regido delimitada pela recta vertical de equagdo x = —2
e pela recta vertical de equagdo x = —2, excluindo os pontos que se encontram sobre a recta de
equagdo Yy = X.

d.

e Escrever o interior como int(D) = {(x,y) € R? : |x| < 2 Ay # x}, ou equivalente.

e Escrever afronteira como fr(D) = {(x,y) € R®: |x| =2V (|Jx| <2 Ay = x)}, ou equivalente.
e.

e Escrever o derivado como D' =[—2,2] X R
f.

e Explicar que dado que D # int(D), D né&o é aberto.

e Explicar que dado que D # D, D né&o é aberto.

e Explicar que um conjunto compacto é um conjunto limitado e fechado, e dado que D né&o é nem uma
coisa nem outra, D ndo é compacto.

g.

e Mostrar que D ndo é conexo: por exemplo, seja D; = {(x,y) € R? : x| <2Ay > x} e seja
D, ={(x,y) ER?: |x| <2Ay <x}. Entéo, (D =D, UD,)A(D; N D, =@)A(D; ND, = B),
pelo que D é desconexo.

e Indicar que D ndo é convexo dado que ndo é conexo, ou justificar que D ndo é convexo dado que,

por exemplo, o segmento de recta que une os pontos (—1,0) e (1,0) n&o estd totalmente contido
em D (o ponto (0,0) ndo pertence a D).
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o Dy = Rx[1,+oo[ x (R\ {0})
° CszRgXRX]T[,‘I'OO[
b.

e Constatar que as dimensdes do conjunto de chegada de f e do dominio de g séo compativeis, pelo

que a composicdio g o f podera estar definida.
e Descrever o dominio de g o f:
o Dgoy = {(x,y,2) € Df: f(x,y,2) € Dg}
o Dy={(abc) ER*c—2m#0}=RxRx(R\{2r})
o f(x,y,z) €Dy < e*+m+2n & x # In(m)
o Concluir que Dgor = R\ {In(m)} X [1, +oo[ X (R {0})

e Obter a expressdo analitica da fungdo composta:

G Ny 2) =g(f(xy,2)=9g({/y - 1LIn(z?),e* +n) = (ex —y-1+ zz>
e Caracterizar a fungdo composta:
geof R\ {In(m)}x[1,4o x (R\ {0}) » R?,(x,y,2) — (ex —y-1 +22>

e Constatar que as dimensdes do conjunto de chegada de g e do dominio de f n&o sdo compativeis,
pelo que a composicdio f o g ndo estd definida.

C.
®* D) =Ry X Ry = CDy2y,2 = Ry = CDyyp2p,2 = [2,+00[ = €D, @+ut+v?) = [In(2), +oo[
e Concluir que CDy, = [In(2), +o|.
d.
e Dado k € CD,, = [In(2), +oo],
CF ={(u,v) €D, : h(u,v) =k} = {(u,v) € Ry X Ry : u? + v? = ek — 2}.
e Representar graficamente a curva de nivel In(6),

Cflln(G) ={(u,v) € Ry xRy : u? + v? = 4}.
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e.

Mostrar que, dado (a, B) € R?,

0.0 = @p) =P “@{p” =V s gy = (384G - 3)

logs(p) =B p= 38

Concluir a sobrejetividade de j, em virtude da existéncia de solugéio de j(p,q) = (@, B) para

qualquer (a, B) € R2.

Concluir a injetividade de j, em virtude da unicidade de solugéio de j(p, q) = (a, ), dado (a,B) €

RZ
Concluir que j é bijetiva e, assim, invertivel.
Caracterizar a fungdo inversa de J:

j71:R? > R xR, (a,8) — (3, Va — 3F).

. 144 4
Escrever lim (n.a,)™ % =1im(2n + 4) » = lim [(Zn +4) | = [lim nl/—2n+4] .

Definir u, = 2n + 4 e referir que u,, = 0,vn € N.

. u .
Usar o resultado llmZ—Jr1 =a = lim Yu, = a.
n

s Unt1 S (¢ —
Mostrar que lim . 1, logo lim /u, = 1.
b.
Escrever lim (— i) = lim (— 2) = —c0,
Cn 4

Escrever a definicdo de sucessdo propriamente divergente para +00 em médulo.

Usando a defini¢do anterior, provar que |u,| = +oo.

C.

Referir que A’ N B’ = @ obriga a que os conjuntos A e B ndo tenham pontos de acumulagéio em

comum.

Explicar que A tem um Unico ponto de acumulagdo, 2, e que B ou néo tem nenhum (se k = 0) ou

tem um ponto de acumulagdo (2, caso k # 0).

Concluir que k = 0.
d.

2 n
. xX“=2 . e Cas ~ ~ s
Referlr que anl (T) e uma serie geome'rrlco em que a razao da progressao geome’rrlca que

x2-2
2

Ihe estd associada é
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e Referir que para a série convergir, —1 < | < 1 & x €] —2,2[\{0}.
x%-2
u x2-2
s . 7 1 2
e Escrever que a soma da série é dada por § = — = = T
1-r  _*¥=2 -x°%+4

Dizer que o conjunto C é formado por todos os pontos do plano XOY que distam de (a, b, 0) no

méximo 1 unidade. Trata-se de um circulo (incluindo circunferéncia) com centro em (a, b, 0) e raio
1.

Dizer que para C ser vizinhanga de (a,b,0) em R3 seria preciso que C contivesse uma bola de
centro em (a, b, 0). Como bolas em R3 s&o esferas, néio é possivel que o conjunto C (pertencente a

um plano) contenha uma esfera de centro em (a, b, 0) pelo que a proposicéo é falsa.

b.
Dizer que (1,) é uma sucessé@io mondtona pois é estritamente crescente (V41 — Uy, > 0,Vn € N).
Dizer que (1,) é uma sucesséo limitada pois v; < v, < k, k € R.
Dizer que (1,,) ser monétona e limitada é condi¢do suficiente para ser convergente.

Dizer que se (V) converge, entdo é possivel concluir, pelo critério geral de convergéncia, que
limu, = 0.

Dizer que se (1,,) converge, qualquer subsucessdo de (V) ird convergir para o mesmo nimero
real. Ou seja, L = limv, = limv,,,; & lim(v,,,3 — v,) = 0.

Concluir que a proposicéio é verdadeira pois lim u,, = lim(vy,4.3 — v,) = 0.



