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Exame de Recurso

Data: 18 de Janeiro de 2023

Duragdo: 2 horas e 30 minutos

Instrugdes: 1: O exame é constituido por quatro perguntas. 2: Neste enunciado, escreva o seu
nimero e absolutamente mais nada, e entregue-o no fim. 3: Responda ao teste no caderno de
resposta, utilizando a frente e o verso de cada folha, indicando a pergunta a que estd a
responder, nunca respondendo a mais do que uma pergunta na mesma folha, e ndo
desagrafando nenhuma folha. 4: Se quiser utilizar alguma folha do caderno de resposta como
espaco para rascunhos, indique-o no espago dedicado ao niUmero da pergunta. 5: Apresente
todos os cdlculos que efetuar e justifique convenientemente todas as suas respostas. 6: Néo é
permitida a utiliza¢do de quaisquer elementos de consulta nem mdquinas de calcular. 7: NéGo é
permitido abandonar a sala antes de decorrida a primeira hora de prova. 8: Os telefones deverdo
permanecer desligados ao longo de toda a prova. 9: Quando o tempo acabar e lhe for solicitado,
fotografe as suas respostas e entregue o caderno de resposta. Bom trabalho!

N°:

(5 val) Considere a sucesséo (u,) definida por u, =1 +S, comk € R.

)( (0.5 val) Indique lim (u,,) e comprove o resultado recorrendo & definicéo de limite de uma
sucessdo convergente.
Seja C o conjunto de todos os valores de k que garantem que os termos de (1) sdo ndmeros

. . . r ., . .
irracionais e que - n&io & minorante do conjunto dos termos de (uy,).

b. (1.25 val) Mostre que C = ]—OO, —%[\Q, e explique se C é vizinhanga de algum dos seus
pontos.

c. (1.25 val) Encontre a fronteira e o conjunto dos pontos isolados de C U Z, e encontre o

interior e o derivado de C X Z.

Considere, a partir de agora, que k = —1.

d. (1 val) Seja m € R o terceiro termo da sucessdo das somas parciais de (u,,). Classifique a

série numérica ),,5; M~ " quanto & sua convergéncia e, em caso de convergéncia, calcule a
sua soma.
. (1 val) Sejam (w,,) e (z,) duas sucessdes tais que:
-6
e w,—oe

e IpeN:VN>p,(w,)"—2,<0A z,— 3w, <0

Calcule, caso exista, lim (z,).


Zé 

Zé 

Zé 

Zé 

Zé 

Zé 
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2. (6.5 val) Considere as fungdes f: Dy C R? - R?, g: D, c R3 > R?, h: D, c R? > Rei: R? -
R? definidas por:

o flry) =(In@+x%), 5+ xy) + 9(ab,)= (Vb +In(c+ 1))
e hwv)=—=—+In@®) « P =0r—¢*).

a. (1.25 val) Defina andliticamente e represente geometricamente Dy.
b. (0.5 val) D; é aberto? E fechado?

¢. Seja f; a primeira fungéo componente de f.
i. (0.75 val) Defina analiticamente e represente geometricamente a curva de nivel 1 de f;.

ii. (1 val) Determine o conjunto dos pontos (0,b), com b € R, para os quais a fungdo f; é

prolongdvel por continvidade a (0, b).

d. (1 val) Descreva o dominio e o contradominio de g, sob a forma de produtos cartesianos de
conjuntos.

e. (1 val) Caracterize, caso estejam definidas, as fungdes (g o h) e (h o g).

f. (1 val) Mostre que i é invertivel e caracterize a sua inversa.

3. (5.5 val) Considere a fungdo f:R? - R definida por:

yxt —y?
fy) =9 x* +y?
x2—y se y=x

se y<x

a. (1 val) Mostre que f é continua em (0,0).

b. (1 val) Determine o dominio de continvidade de f.

c. (1 val) Mostre que V((0,0) = (0,—1).

d. (1.5 val) Estude f quanto & diferenciabilidade em (0,0).

e. (1 val) Determine b € R tal que f(l—z,b) (=1,0) =5.

4, (3 val) Indique, justificando, o valor légico das seguintes proposicdes:

a. (1 val) Se f:R — R é uma fungéio diferencidvel tal que lir_El f(x) =4we lir_El f'(x)é
X—+ 00 X—+00

real, entdo lim W) _ 0.
x—+00 X

)( (1 val) Se f: R X R = R é uma disténcia em R, ent&o n&o hd nenhuma curva de nivel k €
R¢ de f com cardinal 1.

c. (1 val)Se A ={-1,3,5}, entdo
(Ax€eA:VyeA,xy<0)=>(Vx€A,I3yeA:xy <0).


Zé 

Zé 
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Topicos de Resolucao

a.
Escrever lim (u,) = 1.

Escrever a definicdo de limite de uma sucessdo convergente, aplicada & sucessdo dada.

~ - - k
Obter uma relacdo entre n e §, vdalida para todos os valores positivos de §, por exemplo n > %.
Indicar a ordem natural a partir da qual todos os termos de (u,,) distam de 1 menos que 9.

b.

Referir que para que os termos de (u,) sejam nimeros irracionais é necessdrio que — seja um

ndmero irracional.

Referir que — & um nimero irracional se k for um ndmero irracional.
n

. 1 . . p . .
Referir que para 5 Ndo ser minorante do conjunto dos termos de (u,,) é preciso garantir que (u,)

. . . 1
é crescente (tende para 1 por valores inferiores a 1) e que uy < >

1 ) 1
Resolver 14 < 5 € concluir que k < — p

Concluir que C = ]—OO, —%[ N (R\Q) = ]—00, —%[ \Q.

Concluir que C ndo é vizinhanga de nenhum dos seus pontos pois C n&o contem nenhuma bola aberta

inteiramente contida em C (existem sempre nimeros racionais independentemente do raio e centro

da bola).

c.
Escrever fr(CUZ) = ]—00, —%] U Z e que o conjunto dos pontos isolados de C U Z é dado por
zi.
Escrever int(C XZ) = @ e que (C X Z)' = ]—OO, —%] X Z.
d.

Escrever S3 = uq +u, +uz =

7\~ 6\
Escrever an1 (—) = anl (;)

6

(e I

- - ~ 6
Reconhecer que se trata de uma série geométrica de razdo p

. L s . |6
Concluir que a série é convergente pois |;| <1

6
7

Escrever S =

9:61
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e.
Escrever que 3p € N:Vn > p, (u,)?" < z,, < 3/w,,.

Referir que o teorema das sucessdes enquadradas permite concluir que:

3

)" < lim z, < lim }/w,

lim (u,

Referir que lim }/w,, = 3\/lim w, = Ve=6 =e2

Referir que lim(u,)?" = [lim (1 - %)n]z = (e )2 =¢e"2

Concluir que limz,, = e™2.

Observar que
D ={(x,y) ER*:y+x*>0Axe’ # 0Axy >0}
={(xy) ERZ(x>0Ay=>0)Vv(x<0A—x2<y<0)}

Representar Dy graficamente.
b.
Mostrar que int(Ds) # Dy, concluindo, assim, que D néo é aberto.

Mostrar que D_f # Dy, concluindo, assim, que Dy néo é fechado.
c.
i.
Referir que

¢} ={(xy) €Ds: filx,y) =1} ={(x,y) € Dp:y = —x* + e}

Representar Cfll graficamente.

ii.
Observar que, dado b € R™, (0,b) é um ponto isolado de Dy, U{(0,b)}, pelo que f; &
(trivialmente) prolongdvel por continvidade a (0, b).

Referir que, dado b € Rg, (0,b) é ponto de acumulagdo de Dy, pelo que f1 seré prolongavel

por continvidade a (0,b) se esése  lim _f;(x,y) existir e for finito.
(x,y)—(0,b)

Verificar que

_ (In(b), seb>0
(xy) <0b)f1( xy) = { o0, seb=0"

Concluir que o conjunto pedido é {(0, b):b € R\ {0}}
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d.

e Dy, = (R\{0}) xR x ]—1,+oo]
e (D, =RxR*
e.

e Constatar que as dimensdes do conjunto de chegada de h e do dominio de g n&o séo compativeis,
pelo que a composicdo g © h ndo estd definida.

e Constatar que as dimensdes do conjunto de chegada de g e do dominio de h s&o compativeis, pelo

que a composicdo h o g poderd estar definida.
e Descrever o dominio de ho g :
o Dpog ={(a,b,c) €D, : g(a,b,c) € Dy}
o Dp={(w,v) ER*:v>0AIn(w) =0} = RxX[1,+oo[

o glabc)€D, & —€[l,+o[ < ace[-1,1]\{0}

lal

o Concluir que Dpog = ([—1,1]\ {0}) X R x ]—1, +ool.

Obter a expressdo analitica da fungdo composta:

(hog)(a,b,c) = h(g(a, b, c)) =—— 4+ |In (i)

(\/3+1n(c+1))2+1

Caracterizar a fungdo composta:

hog:([—1,1]1\ {0}) X R x ]—1, +oo[ - R?,

1 1
— 4 ()
@b, e) = ey T (|a|)

f.

Mostrar que, dado (a, ) € R?,

3 — _ 3 .
i(p.q) =(05;,3)®{pfq;iﬁ®{q3p=_%\/a_ﬁ@(p,q) = <%, ’%-ﬁ)

Concluir a sobrejetividade de i, em virtude da existéncia de solucdo de i(p,q) = (a,B) para
qualquer (a, B) € R?.

Concluir a injetividade de i, em virtude da unicidade de solugéo de i(p,q) = (a, ), dado (a,B) €
R?.

Concluir que i é bijetiva e, assim, invertivel.
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® Caracterizar a fungdo inversa de i:

i—1: RZ—)RZ,((Lﬁ)I—)<W'3’W—ﬁ>_

3.

a.
e Referir que f é continua em (0,0) seesése lim f(x,y) =f(0,0) =0.

(x,y)-(0,0)

e Caleul lim xy)= lim x*?—y=0.

alevtar . Moo/ o) = (o0~

y=x y=x
® Mostrar, recorrendo & defini¢gdo de limite de uma fun¢do, que ( l)irr%o O)f(x, y) = 0 (por exemplo,
x,y)—=(0,
y<x

obtendo a relagdo € < §).

e Concluir que lim f(x,y) = 0 e, assim, que f é continua em (0,0).
(x,¥)—(0,0)

b.
e Justificar a continvidade de f em {(x,y) E R>:y > x} e em {(x,y) € R%:y < x}.
e Referir a continvidade de f em (0,0), de acordo com a alinea a).

e Fixar arbitrariomente a € R\ {0} e referir que f ¢é continua em (a,a) se e sé se

lim f(x,y) = f(a,a)=0.

(x,y)-(a,a)
o Mostrarque lim f(x,y)= lm x*—-y=a(a-1).
(x.y)-(a,a) (x,y)-(a,a)
yzx yzx
. _ . yx2-y® 0 _
O Mostrar que (x'yl)l_r)r(la,a)f(x, y) = (x,yl)l_l)lga,a) Ty 2 s 0, dado que a # 0.
y<x y<x

o Concluir que f sé é continua caso a = 1, portanto em (1,1).
e Concluir que o dominio de continuidade de f é R\ {(a,a) ER% :a #0Aa #1}.

C.

o Referir que V£(0,0) = (£(0,0), £;(0,0)).

e Mostrar que f;,(07,0) = 0 (podendo usar as regras de derivagéo).

h,0 0,0 -0
FRO-FO0) _ w20

e Caleular f/(0%,0) = h“%l

h h—)0+ h
e Concluir que que £, (0,0) = 0.
—h3
1007) = lim fOM=F00 _ o w0
e Caleular £,(0,07) = ’}Lrgl_ - = hll)rgl_ —=-1
* Mostrar que f,,(0,07) = —1 (podendo usar as regras de derivagéo).

e Concluir que Vf(0,0) = (0,-1).



Calculo | 2022 - 2023 S1

Arber Selimi Helena Almeida Marco Mendes o
Aurea Quintino Jodio Farinha Sofia Rézio os scn o%nouw“
Diogo Pereira Jessica Lomba

d.

. R(x,y)
li
(x, y)ir%o 0) ICeI

e Referir que f é diferencidvel em (0,0) se e s6 se =0, em que R(x,y) é o erro de
aproximagdo.

e Verificar que o erro de aproximagdo é dado por R(x,y) = f(x,y) + y:
f(x,y) = £(0,0) + ££(0,0)x + £;(0,0)y + R(x,y) =0+ 0 —y + R(x, y).

e Constatar que hé& duas expressdes possiveis para f(x,Y), e portanto, também para R(x, y).

® Mostrar que  lim ROY) — im Yiy Ry yt lim =y ndo é zero:
x3)~0,0) 1N (xy)=(0,0) (x2+y2)\/xZ+y2 (xy)_>(0 0) (x2+y2) (x2+y2)Jx2+y2 :
y<x y<x y<x
2x2(2x) _ 4

por exemplo, lim

x>0~ (2+20VxE+(20)? | 55
e Concluir que f ndo é diferenciavel em (0,0).
e.
e Referir que, dado que f é diferencidvel em (—1,0), f('_z,b)(—l,O) =Vf(-1,0) - (=2,b).
e Calcular f,(—1,0) = —2 (usando as regras de derivagéio).

e Calcular f;(—1,0) = —1 (usando as regras de derivagé&o).

e Concluir que f('_z,b)(—l,O) =(-2,—-1)-(—2,b) =4—b =5, peloque b = —1.

e Observar que, de acordo com a Regra de Cauchy,

. fx) . e
xl—1>r-|poo X x1—1>+oo 2f (%) x—>+00 (f (x). 2 f(x > 0.

tendo em conta que f é diferencidvel, lim f' (x) é reale lim f(x) = +oo.
X—+00 xX—+00
e Concluir que a proposicdo é verdadeira.
b.

e Referir que se f é uma distancia em R entdo, para x # y, tem-se f(x,y) = f(y,x) > 0, pelo que
qualquer curva de nivel k, com k > 0, de f conterd pelo menos um ponto (cardinal superior a 1).

e Referir que se para x =y, tem-se f(x,y) =0, logo a curva de nivel O de f conterd todos os

pontos da forma (x, x), com x € R. Assim, o cardinal da curva de nivel O de f é superior a 1.

e Concluir que a proposicdo é verdadeira.
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C.

® Mostrar que o antecedente da implicagdo é falso: de facto, para todo o elemento x € A, existe um
elemento y € A tal que xy = 0. Se x = 3, ent&o por exemplo y = 5; se x = 5, ent&o por exemplo
y=3.Sex=—1,entdoy = —1.

e Concluir que, dado que o antecendente da implicacdo é sempre falso, entdo independentemente
do valor légico do consequente, a implicacdo serd verdadeira.



