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Exame Normal

Data: 19 de Dezembro de 2022
Duragdo: 2 horas e 30 minutos

Instrugdes: 1: O exame é constituido por quatro perguntas. 2: Neste enunciado, escreva o seu
nimero e absolutamente mais nada, e entregue-o no fim. 3: Responda ao teste no caderno de
resposta, utilizando a frente e o verso de cada folha, indicando a pergunta a que estd a
responder, nunca respondendo a mais do que uma pergunta na mesma folha, e ndo
desagrafando nenhuma folha. 4: Se quiser utilizar alguma folha do caderno de resposta como
espaco para rascunhos, indique-o no espago dedicado ao niUmero da pergunta. 5: Apresente
todos os cdlculos que efetuar e justifique convenientemente todas as suas respostas. 6: Ndo é
permitida a utilizagdo de quaisquer elementos de consulta nem mdquinas de calcular. 7: Néo é
permitido abandonar a sala antes de decorrida a primeira hora de prova. 8: Os telefones deverdo
permanecer desligados ao longo de toda a prova. 9: Quando o tempo acabar e |Ihe for solicitado,
fotografe as suas respostas e entregue o caderno de resposta.

Bom trabalho!

N°:

n—2 ,n<4

et >4 ,coma € R\ {0}.

(5 val) Considere a sucesséo (u,), definida por u, = {

a. (1 val) Mostre que o conjunto A, formado por todos os valores de a para os quais a série
+ 2 Uy, diverge, é dado por A = [—1,1]\{0}.

b. (1 val) Mostre que o conjunto B, formado por todos os valores de a que tornam (u,)

crescente, é dado por B = ]0,1].

/(1 val) Considere o conjunto C = A X B. Descreva o conjunto dos pontos (s,t) € R? para os
b4 i | P P

quais C U {(s,t)} é conexo por arcos.

Considere agora a = 2.

d. (1 val) Calcule a soma da série Y42 u,,.

2n+1

)( (1 val) Encontre o valor de lim (1 — uz—n)


Zé 

Zé 

Zé 

Zé 
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2. (6 val) Considere a fungéo f: D C R? — R?, definida por

f(x,}’) = (fl(x,y) , fz(X, y)) _ <xszlT,;|’ ,1n(3;+1)>'

a. (1 val) Defina analiticamente e represente graficamente o dominio de f, D.

b. (2 val) Calcule " llm filx,y) e fo(x,y), e mostre que ndo existe

-(0,0) (x, ) (00)
y =X y=x

oim o)fZ( X, ¥)-
c. (1 val) A fungéio f é prolongdvel por continuidade a (0,0)2E a (0,e — 1)?

d. (1 val) Seja g: R? = D uma fungdo tal que l)m% O)g(a b)=(1e—1)e(f°g)(0,0) =

(1,e — 1). A fungéo (f o g) é continua em (0,0)2

e. (1 val) Mostre que a equagéio f;(x,x + 1) = f,(x,e — 1) tem solugdo em |1,2][.

3. (6 val) Considere a funcéo f:R? - R definida por
x|x|y

f,y) =1/x% + y2

0 se y=Xx

se YFX

a. (1.25 val) Mostre que f é continua em (0,0).

b. (1.25 val) Determine o dominio de continvidade de f.
c. (1 val) Mostre que V7£(0,0) = (0,0).

d. (1.5 val) Mostre que f é diferenciavel em (0,0).

e. (1 val) Mostre que a derivada direcional de f em (0,0) é nula segundo qualquer diregdo.

4. (3 val) Indique, justificando, o valor légico das seguintes proposi¢des:

a. (1 val) Se f:R? > R uma fungdo diferencidvel e (a,b) é um ponto em R? tal que

Vf(a b) = (34), entéo f_y3y(a,b) = 0e f54(ab) = fly5(ab).

b. (1 val) Se f:[-1,1] > R? e g:R?> > R sdo funcdes continuas, entdo a funcdo
(gof):[-1,1] » R estda definida, mas ndo é sobrejetiva.

c. (1 val) Se f:R? > R é uma fungéo diferencidvel em (0,0) e P: R? - R é a fungéio cujo
gréfico é o plano tangente ao grafico de f em (0,0), entéo a fungdo z: R — R, definida
por z(y) = f(0,y) — P(0,y), pode néo ser par.
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Topicos de Resolucao

a.
+o00 400 1 n
e Escrever ), 2 Uy =u; +uy, +us + 2%, (Z) .
+00 +oo (1\"
e Referir que para )2 u, divergir é necessdrio que a série ). 2, (;) seja divergente.
, +oo (1\" . - - . 1
e Referir que )12, ) € uma série geométrica de razdo p

. - Nt 1
e Referir que a série Y12, (5) serd divergente se |;| > 1.

e Resolver |§| >1lelal<1Aa+0s ace[-1,1]\{0} e concluir que A = [—1,1]\{0}.
b.
o Escreveru; =-1,u;, =0,u3 =1, u, = ﬁ,a # 0.
e Referir que U, ser crescente obriga ao cumprimento das seguintes duas condi¢cdes:
o %21<:>a4—1£0/\a¢0<:>(a2—1)(a2+1)SO/\aiO(:)aE[—l,l]\{O}

ouMlZMNnENﬁ(QHy—GYZONnENﬁéia—QZONnEN

e Concluir que se —1<a <0, é falso que ain(i— 1) >0,VvneEN e que se 0<a<l, é
verdadeiro que %(i - 1) =0,vneN,logo0<a<1.
e Concluir que B =]0,1].

c.
e Representar geometricamente C = ([—1,1]\{0}) x]0,1].

e Explicar que C é conexo por arcos se for possivel unir dois quaisquer elementos de C, por intermédio

de uma linha (recta ou curva), sem que a linha passe por pontos do complementar de C.

e Concluir que o conjunto pedido é dado por {(s,t) ER%:s =0A0<t < 1}.

d.
1 n
o Escrever S =u; +u, +us + 2%, (E) .
n
e Referir que X/, G) é uma série geométrica convergente pois || = |%| < 1, logo:
X
_ @) _1
S=-1+0+1+-2 =_
1-1 8

2
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27’l+1
21’L+1 i 1 2n+1
. u . n .
Escrever lim (1 - —n) =lim|[1—-% = lim (1 + )
2 2 2n+1
27‘L+1
Referir que 2" = 40 e concluir, com recurso ao limite de Neper, que lim (1 + = -,
q per, q
27‘L+1 e
a.

Escrever que Dy = Dy, N Dy, = {(x,y) € RZ:x2+ |yl #0A(xIn(y + DAx #0A(y+ 1) >
0)}

Concluir que Dy = {(x,y) ER*:(x > 0Ay = 0)V (x <0A—1 <y < 0)}, ou concluir que Dy =
(R™ x |-1,0]) U (R* X RY)

b.
2 2
x“|y| . x“|x|
Escrever lim f( ,Y) = m ~ = >
(x, ) (x,y)-(0,0) x2+lyl  x—0 x%+|x|
y= y=x
2 3 2 2 3 2
. x“|x| . x . X . x| x| . —-x . x
Caleular lim = lim =lim —=0-¢e lim = lim = lim —=0
x-0F x2+|x|  x-0t xZ+x x50+ x+1 x—-0~ x2+|x|  x-0— x%2-x x50+ x-1

Concluir que l) fl(x y) =0

y=
In(y+1) In(x+1) . In(x+1)
quculqr( l)n% falx,y) = (xy)—>(00)/ x—>0\/ \/}Cl_)0 " =1
y=x

In(mx+1)

. 1 .
Calcular, por exemplo,( l)lrr(l0 N \/M = Jllm X m =+/m, que depende de m.
x,y)-(0,

x x>0 mx
y=mx

Conclui & ist lim
oncluir que ndo exis e( M0 fz( ,Y).

C.

Concluir que dado que néo existe llm f2(x,¥), f néo é prolongdvel por continvidade a (0,0).

(x,¥)—(0,0)
. 2 . 1 1
Calcular lim - ML_ % —pe lim /M +oo0
(xy)~(0e-1) x*+lyl  e-1 (x,y)—~(0,e-1)
x>0 x>0
Concluir que dado que lim f>(x,y) ndo é finito, f ndo é prolongdvel por continvidade a

(x:Y)_’(O:e_l)
(0,e—1).
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d.

e Usando o teorema relativo ao limite da fungcdo composta, se l)lm gla,b)=(1e—-1) e

(a,b)—(0,0)
fGy) = (57,1), entéo (f e 9)(ab) = (4,1).

lim
(xy)-(1,e-1) (a, b) (0 0)

e Concluir que dado que @ b) (0 0)(f g)(a,b) = (— 1) #(1,e—1) = (f - g)(0,0), entdo a

fungdio (f o g) ndio é continua em (0,0).

e.

. x%|x+1| 1,
e Estabelecer a equagdo = |-, vélida para x # 0.
x2+4]|x+1]| x

x2|x+1]
x2+|x+1]

e Considerar uma fungéio h de expresséo h(x) = - \E, e justificar devidamente que h é

uma fungéo continua em R \ {0}, logo também continua em [1,2].

2 _ 1 _6 1 _6J2-5
. Coﬂculurh(l)—3 1= 3<0eh(2)—5 N AR > 0.
e Concluir que dado que h é continua em [1,2] e h(1) X h(2) < 0, entéio pelo coroldrio do Teorema
2
de Bolzano 3¢ €]1,2[: h(c) = 0, o que por sua vez significa que para esse valor de c, ccz+||c:+11|| =

\/% . Ou seja, a equagdio tem solugdio em |1,2].

3.

a.
e Referir que f é continua em (0,0) se e s6 se - i (0 o)f(x ,y) = f(0,0) = 0.
e Verifi x,y) = 0.

erificar que y) (0 o)f( y) =

y=x
®  Mostrar, recorrendo & defini¢cdo de limite de uma fungdo, que x ) (0 o)f( x,y) = 0 (por exemplo,
yEX
obtendo a relagao e <V9).

e Concluir que i f(x,y) =0 e, assim, que f é continua em (0,0).

(xy (0 0)
b.
e Justificar a continvidade de f em {(x,y) € R?:y # x}.
e Referir a continvidade de f em (0,0), de acordo com a alinea a).

e Fixar arbitrariomente a € R\ {0} e referir que f ¢é continua em (a,a) se e sé se

lim f(x,y) =f(a,a)=0.

(x,y)-(a,a)
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a?

® Mostrarque lim f(x,y)=—==#0.

(xy)~(a,a) V2

V#FX
e Concluir que f néo é continua em (a, a).

e Concluir que o dominio de continuidade de f é R? \ {(x,x) € R?:x # 0}.
c.

o Referir que V£(0,0) = (fx' (0,0), fy (0,0)).

e Mostrar, recorrendo & definigéio de derivada parcial, que f;, (0,0) = 0.

® Mostrar, recorrendo & defini¢éo de derivada parcial, que f,,(0,0) = 0.

e Concluir que V((0,0) = (0,0).
d.

e Referir que f é diferenciavel em (0,0) se e sé se (x,yl)iir%o,o)% =0, para R(x,y) o erro de

aproximagdo.
e Verificar que o erro de aproximagdo é dado por R(x,y) = f(x,y):

f(x,y) = f£(0,0) + £/(0,0)x + £,(0,0)y + R(x,y) = R(x, y).

x|xly _

e Concluir que f é diferenciavel em (0,0) se e s6 se (x,yl)iirgo,O) Piy?

x|x|y
im >
(x,y)=(0,0) X*+y

®  Mostrar, recorrendo & definicdo de limite de uma fungéo, que = 0 (por exemplo,

obtendo a relagdo € < §).
e Concluir que f é diferenciavel em (0,0).

e.
e Referir que, sendo f diferenciavel em (0,0), f('u'v)(0,0) =Vf(0,0) - (u,v),¥(u,v) € R%
e Concluir, pelo facto de Vf(0,0) = (0,0), que f('u'v)(0,0) =(0,0) - (u,v) =0,¥(u,v) € R?, ¢,

em particular, que a derivada direcional de f em (0,0) é nula segundo qualquer diregdo.

a.
e Dizer que f é diferenciavel em R?, e por isso em (a, b).

e Dizer que f diferenciavel em (a, b) implica que f('u'v)(a, b) =Vf(a,b).(u,v) = 3u + 4v.
e Referir que f('_4,3)(a, b)) =3x(—4)+4x3=0.

e Referir que f('3,4)(a, b) =3Xx3+4X%x4=25 e que f('4'3)(a, b) =3 X4+ 4 X3 = 24. Logo,
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faa(@ b) = fiy3(a,b).

e Concluir que a proposicdo é verdadeira.
b.
e Referir que g o f estd definida pois CDf C Dy, sendo Dy.r = Dy = [—1,1].
e Referir que g o f é uma fungdio continua em [—1,1] pois resulta da composicdio de fungdes continuas.
e Referir que [—1,1] é um conjunto fechado e limitado e, por isso, compacto.

e Concluir que, se g o f é continua num conjunto compacto, entdo CD(gof) é um conjunto compacto de
R2.

e Concluir que CD(g4or) # R? porque R? n&o é um conjunto compacto (n&o é limitado).

e Concluir que g o f ndo pode ser sobrejectiva pois CD(g.5) # CCgor).

C.

e Referir que z é a fungdo que traduz a diferenca entre a verdadeira imagem do ponto (0,y) e a
estimativa dessa imagem dada pela equagdio do plano tangente ao grafico de f em (0,0), para

cada valor de y.

e Referir que Z ndo tem que ser par, pois podemos ndo ter z(y) = z(—Yy). De facto, z(—0.1) pode
ser positivo (implicando que o plano tangente subestime f em (0, —0.1)) e z(0.1) pode ser negativo
(implicando que o plano tangente sobrestime f em (0, 0.1)). Ou seja, valores simétricos de y podem

levar a diferentes valores de z, pelo que z ndo tem que ser par.

e Concluir que a proposicdo é verdadeira.



